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УДК 004.9 

В. М. Михалевич, Л. О. Майданевич  

ВИКОРИСТАННЯ СИСТЕМИ MAPLE В 

МАТЕМАТИЧНИХ ЗАДАЧАХ КРИПТОГРАФІЇ. 

ПОВІДОМЛЕННЯ 1. ЕЛЕМЕНТАРНА ТЕОРІЯ ЧИСЕЛ. 

Вінницький національний технічний університет, Вінниця  

Анотація. На основі аналізу літературних джерел зроблено висновок про актуальність використання середовища системи 
комп’ютерної математики Maple з метою створення програмного забезпечення для проведення наукових досліджень та створення 

навчально-методичнх матеріалів з розв’язання типових математичних задач криптографії. Зазначено, що найбільш відомий та по-

ширений криптографічний алгоритм з відкритим ключем RSA базується на низці задач елементарної теорії чисел, що можуть бути 
розв’язані за допомогою стандартних засобів системи Maple. В цій роботі розглянуто вказані стандартні команди з демонстрацією 

прийомів їх застосування на спеціально розробленх прикладах. Розглянуто команди для розв’язання задач за такими розділами, як 

подільність цілих чисел, прості числа; найважливіші функції в теорії чисел: функції виділення цілої та дробової частин числа та 
мультиплікативні функції; конгруенції та системи конгруенцій першого порядку, квадратичні лишки. Наведено простий та ефекти-

вний алгоритм і програма визначення за домогою стандартних команд Maple простих чисел Мерсенна. Вказаний алгоритм базуєть-

ся на необхіднійумові простоти чисел Мерсенна. Продемонстровано роботу авторських навчальних Maple-тренажерів обчислення: 
за розширеним алгоритмом Евкліда; функції Ейлера; символу Лежандра; символу Якобі. Роботу навчального тренажера з обчисен-

ня функції Ейлера продемонстровано під час обчислення відповідного значення для простого числа, складеного числа, що є добут-

ком двох простих, складеного числа, що є натуральним степенем простого числа, а також складених натуральних чисел довільної 
структури. За допомогою фрагментів програмного коду, що можуть бути покладені в основу розробки навчальних тренажерів про-

демонстровано визначення повної системи найменших невід&#39;ємних лишків; повної системи абсолютно найменших та зведеної 

системи лишків за простим та складеним модулями.  

Ключові слова: математичні задачі криптографії, теорія чисел, Maple, навчальні Maple-тренажери, алгоритм Евкліда, функція 

Ейлера, конгруенції, квадратичні лишки, символ Якобі. 

Abstract. On the basis of the analysis of literary sources, a conclusion was made about the relevance of using the environment of the Maple 

computer mathematics system for the purpose of creating software for conducting scientific research and creating educational and methodo-

logical materials for solving typical mathematical problems of cryptography. It is noted that the most famous and widespread cryptographic 

algorithm with a public key RSA is based on a number of problems of elementary number theory that can be solved using standard tools of 
the Maple system. This work examines the specified standard commands with a demonstration of their application techniques on specially 

developed examples. The commands for solving problems in such sections as divisibility of whole numbers, prime numbers are considered; 
the most important functions in number theory: functions for selection of integer and fractional parts of a number and multiplicative func-

tions; congruences and systems of congruences of the first order, quadratic remainders. A simple and effective algorithm and program for 

determining prime Mersenne numbers based on standard Maple commands is given. This algorithm is based on the necessary condition of 
simplicity of Mersenne numbers. The work of the author&#39;s educational Maple calculation simulators is demonstrated: according to the 

extended Euclid algorithm; Euler functions; symbol of Legendre; Jacobi symbol. The operation of the Euler function training simulator is 

demonstrated when calculating the corresponding value for a prime number, a composite number that is the product of two primes, a compo-
site number that is a natural power of a prime number, as well as composite natural numbers of arbitrary structure. With the help of frag-

ments of the program code, which can be used as a basis for the development of training simulators, the determination of the complete sys-

tem of the smallest integral residues is demonstrated; of the complete system of the absolute smallest and the reduced system of remainders 
by simple and composite modules. 

Key words: mathematical problems of cryptography, number theory, Maple, educational Maple simulators, Euclid's algorithm, Euler's 

function, congruences, quadratic remainders, Jacobi symbol. 
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Вступ  

Світова наукова спільнота постіно працює в напрямі пошуку, формування та вдосконалення прин-

ципово нових технологій навчання, що базуються на використанні інформаційних технологій [1, 2, 3, 4, 

5, 6]. Розв’язання математичних задач криптографії, що в значній мірі базуються, зокрема, на задачах 

елементарної теорії чисел, звичайно передбачають проведення громіздких рутинних обчислень [1, 2, 3, 

4, 6]. Такі обчислення можна проводити з використанням багатьох сучасних середовищ. Одним з най-

кращих представників таких середовищ є системи комп’ютерної математики (СКМ), зокрема, Maple - 

система, що спрямована на автоматизацію символьних та числових обчислень, аналіз і візуалізацію да-

них та навчальної інформації [7, 8, 9]. Ця система надає можливість швидко оволодіти основами методів 

для вирішення математичних задач та широко використовується в академічних та наукових галузях. По-

шуки ефективних шляхів та прийомів застосування СКМ Maple під час розв’язання задач теорії чисел, 

лінійної й абстрактної алгебри, математичного аналізу, теорії ймовірностей та криптографічних перетво-

рень розпочалися декілька десятків років тому [10, 11, 12, 13, 14]. З часом спостерігається посилення ін-

тенсивності подібних пошуків [15, 16, 17, 18].  

До суттєвих переваг таких систем можна також віднести простоту їх освоєння, у порівнянні, напри-

клад, з освоєнням середовища мови Pyton.  
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Актуальність  

В той же час, серед численних публікацій, що присвячені описанню доволі ефективних прийомів 

використання СКМ Maple до розв’язання широкого кола математичних задач, подібних праць, в яких 

розглядаються задачі елементарної теорії чисел, лінійної алгебри, теорії ймовірностей, що безпосередньо 

пов’язані із математичними задачами криптографії, залишається недостатньо. До найбільш вдалих та 

грунтовних праць в цій галузі можна віднести працю [15]. Однак в цій праці увага акцентується на засто-

суванні стандартних команд СКМ Maple та обмежуються тільки розглядом задач елементарної теорії 

чисел. Створення навчальних Maple-тренажерів в цій праці не розглядається взагалі. На наш погляд, 

створення та використання вказаних тренажерів є одним з найефективніших напрямків впровадження 

СКМ в навчальному процесі здобувачів вищої освіти галузі знань 12 - Інформаційні технології, зокрема, 

спеціальності 125 - Кібербезпека.   

Мета та задачі дослідження 

Метою даної статті є розгляд основних прийомів розв’язання з використанням СКМ Maple широко-

го кола задач теорії чисел, лінійної алгебри, теорії ймовірностей, що мають криптографічні застосування. 

Для досягнення поставленої мети вирішувались такі задачі:  

 визначити основні розділи та задачі теорії чисел, що мають бути розглянуті в матеріалах дослі-

джень, а також найбільш наочну форму подачу цих матеріалів. 

 розробити компактні приклади застосування стандартних команд Maple, що відображують, як ма-

тематичну сутність відповідних задач, так і особливості синтаксису програмного середовища. 

 продемонструвати на окремих характерних прикладах роботу навчальних Maple-тренажерів 

розв’язування окремих типових задач елементарної теорії чисел. 

Виклад основного матеріалу 

Частина команд для розв’язання задач елементарної теорії чисел знаходяиться в ядрі системи 

Maple. Такі команди є доступними зразу після запуску цієї системи. Інша частина команд знаходиться в 

пакеті numtheory і стає доступною тільки після підключення. Всі команди цього пакету можна підключи-

ти за допомогою командного рядка   
 with(numtheory); 

[GIgcd, bigomega, cfrac, cfracpol, cyclotomic, divisors, factorEQ, factorset, fermat, imagunit, index, inte-

gral_basis, invcfrac, invphi, issqrfree, jacobi, kronecker, lambda, legendre, mcombine, mersenne, migcdex, min-

kowski, mipolys, mlog, mobius, mroot, msqrt, nearestp, nthconver, nthdenom, nthnumer, nthpow, order, pdex-

pand, phi, pi, pprimroot, primroot, quadres, rootsunity, safeprime, sigma, sq2factor, sum2sqr, tau, thue]; 

Якщо в поточному сеансі роботи в середовищі Maple планується використовувати тільки окремі 

команди пакету, їх можна підключити за допомогою такого командного рядка 
 with(numtheory,divisors,factorset,fermat,jacobi,legendre,phi, pi,sigma); 

 

В той же час, доступ до будь-якої команда цього пакету може бути отриманий за допомогою синта-

ксису  
numtheory[phi](35); 

, 

що може бути зручним, якщо не планується застосовування інших команд пакету і не планується повто-

рного використання цієї команди. 

Надалі, звертатися до команд цього пакету будемо саме за таким синтаксисом, щоб підкреслити на-

лежність команди до вказаного пакету. 

Аналіз форм подачі матеріалів досліджень, подібних до цієї роботи надає можливість припустити, 

що найбільш наочним є використання таблиць з декількома колонками під час описання широкого кола 

стандартних команд та однієї колонки - для описання прикладів розв’язування деяких відомих математи-

чних задач з криптографічним застосуванням, також під час демонстрації роботи Maple-тренажерів.  

Команди, що будемо описувати, групуватимемо за різними тематичними розділами, безпосереднє 

пов’язаними з криптографічним алгоритмом з відкритим ключем RSA – найбільш відомим та широкоро-

зповсюдженим в різних додатках для шифрування та цифрового підпису. 

Ці розділи визначені на основі низки праць наукового та навчально-методичного характеру [1, 2, 4, 

6, 17, 18, 19, 20, 21]. 

1.1. Подільність цілих чисел. Прості числа. 

Команда або опе-

ратор 

Стисле описання Приклади застосування
*
 

irem(m,n) 

irem(m,n,'q')

; 

iquo(m,n) 

Якщо m і n є натуральними чи-

слами, тоді irem повертає таке 

ціле число r (iquo повертає таке 

ціле число q), що m = n*q + r, 

m:=23:n:=4: 

r=irem(m,n,'q'); 

m=``(q)*n+``(rhs(%)); 

 

[ ], , , , , , ,divisors factorset fermat jacobi legendre   

24

r 3
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% 

 

rhs 

 

0r <n; 

Якщо присутній третій аргу-

мент, йому буде присвоєно зна-

чення частки (остачі). 

Посилання на останнє обчисле-

не значення 

права частина рівняння 

 
m:=7:n:=16: 

r=irem(m,n,'q'); 

m=``(q)*n+``(rhs(%)); 

 

 
m:=33:n:=3: 

r=irem(m,n,'q'); 

m=``(q)*n+``(rhs(%)); 

 

 
m:=23:n:=4: 

iquo(m,n); 

 

isprime(n)  

 

nextprime(n),   

prevprime(n) 

 

ithprime(n) 

 

Здійснює перевірку цілого до-

датного числа на простоту  

Знаходження найближчого бі-

льшого (меншого) простого 

числа 

Знаходження простого числа з 

порядковим номером n; 

isprime(7),isprime(15); 

 
prevprime(7),nextprime(7); 

 
ithprime(7); 

 

ifactor(n) Канонічний розклад числа. Ка-

нонічним розкладанням нату-

рального числа на прості 

множники називають таке його 

розкладання, коли множники 

записуються в порядку зрос-

тання  

n:=728:n=ifactor(n); 

 

n:=101:n=ifactor(n); 
 

n:=18!:``(18)!=ifactor(n); 

 

n:=3195007177:n=ifactor(n); 
 

factorset(n) обчислює множину простих  

дільників числа n 

numtheory[factorset](18!); 

 

divisors(n) обчислює множину всіх додат-

ніх  

дільників числа n: 

numtheory[divisors](128); 

`+`(%[]); 

 

 

igcd 

ilcm 

знаходять найбільший спільний 

дільник (найменше спільне кра-

тне) двох або більше цілих чи-

сел; 

[[15,35],[5,11],[15,35,45]]; 

igcd,map(z->igcd(z[]), %); 

ilcm,map(z->ilcm(z[]), %%); 

 

 

 

igcdex(m,n,’s

’,’t’); 

 

роширений алгоритм Евкліда: 

обчислює такі цілі числа g, s, t, 

що, s m + t n= g, g=(m, n); 

m:=11:n:=21: 

igcdex(m,n,'u','v'): 

``(u)*m+``(v)*n=%; 

 

 

НАВЧАЛЬНИЙ MAPLE-ТРЕНАЖЕР 

з обчислень за розширеним алгоритмом Евкліда [6] 
My_Euclid:=proc(a1,b1) 

  local aa,bb,ri_1,ri,ri1,qi,xi_1,xi,xi1,yi_1,yi,yi1,i,i_1; 

if type(a1,posint) and type(b1,posint) then 

 if a1>=b1 then aa:=a1;bb:=b1;ri_1:=a1;ri:=b1 

 else 

  aa:=b1;bb:=a1;ri_1:=b1;ri:=a1 

 end if; 

 print(a=ri_1,b=ri); 

 qi:=floor(ri_1/ri); 

 xi_1:=1;xi:=0;yi_1:=0;yi:=1; 

23 4 ( ) 5 ( ) 3

r 7

7 16 ( ) 0 ( ) 7

r 0

33 3 ( ) 11 ( ) 0

5

,true false

,5 11

17

728 ( ) 2 3 ( ) 7 ( ) 13

101 ( ) 101

!( ) 18 ( ) 2 16 ( ) 3 8 ( ) 5 3 ( ) 7 2 ( ) 11 ( ) 13 ( ) 17

3195007177 ( ) 58217 ( ) 54881

{ }, , , , , ,2 3 5 7 11 13 17

{ }, , , , , , ,1 2 4 8 16 32 64 128

255

[ ], ,[ ],15 35 [ ],5 11 [ ], ,15 35 45

,igcd [ ], ,5 1 5

,ilcm [ ], ,105 55 315

11 ( ) 2 21 ( ) -1 1
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i_1:=0: 

print(''r''[i_1]=ri_1,''x''[i_1]=xi_1,''y''[i_1]=yi_1,[ri_1=xi_1*``(aa)+y

i_1*``(bb)]); 

for i while ri1<>0 do 

  qi:=floor(ri_1/ri);#print('qi'=qi); 

  ri1:=ri_1-qi*ri; 

  xi1:=xi_1-qi*xi; 

  yi1:=yi_1-qi*yi; 

  

print(''q''[i]=qi,''r''[i]=ri,''x''[i]=xi,''y''[i]=yi,[ri=xi*``(aa)+yi*``

(bb)]); 

   ri_1:=ri;ri:=ri1;xi_1:=xi;xi:=xi1;yi_1:=yi;yi:=yi1; 

end do 

else 

 'procname( args )' 

end if; 

print(gcd=ri_1,xi_1*``(aa)+yi_1*``(bb)=ri_1); 

xi_1,yi_1 

end proc: 

My_Euclid(26, 21): 

 

 

 

 

 

 

 
My_Euclid(11,21); 

 

 

 

 

 

 

 
My_Euclid(70, 98): 

 

 

 

 

 

 

ЧИСЛА МЕРСЕННА 

 Числа Мерсенна мають вигляд 2 1n

nM   . Числа саме такого виду є найбільшими серед ві-

домих простих чисел. Складемо програму для визначення всіх простих чисел Мерсенна серед першої 

тисячі натуральних чисел:  
for n from 1 to 1000 do 

  if isprime(2^n-1) then  

   print(M[n]=2^n-1); 

  end if; 

end do; 

 

 

,a 26 b 21

, , ,' 'r
0

26 ' 'x
0

1 ' 'y
0

0 [ ]26 ( ) 26

, , , ,' 'q
1

1 ' 'r
1

21 ' 'x
1

0 ' 'y
1

1 [ ]21 ( ) 21

, , , ,' 'q
2

4 ' 'r
2

5 ' 'x
2

1 ' 'y
2

-1 [ ]5 ( ) 26 ( ) 21

, , , ,' 'q
3

5 ' 'r
3

1 ' 'x
3

-4 ' 'y
3

5 [ ]1  4 ( ) 26 5 ( ) 21

,gcd 1  4 ( ) 26 5 ( ) 21 1

,-4 5

,a 21 b 11

, , ,' 'r
0

21 ' 'x
0

1 ' 'y
0

0 [ ]21 ( ) 21

, , , ,' 'q
1

1 ' 'r
1

11 ' 'x
1

0 ' 'y
1

1 [ ]11 ( ) 11

, , , ,' 'q
2

1 ' 'r
2

10 ' 'x
2

1 ' 'y
2

-1 [ ]10 ( ) 21 ( ) 11

, , , ,' 'q
3

10 ' 'r
3

1 ' 'x
3

-1 ' 'y
3

2 [ ]1  ( ) 21 2 ( ) 11

,gcd 1  ( ) 21 2 ( ) 11 1

,-1 2

,a 98 b 70

, , ,' 'r
0

98 ' 'x
0

1 ' 'y
0

0 [ ]98 ( ) 98

, , , ,' 'q
1

1 ' 'r
1

70 ' 'x
1

0 ' 'y
1

1 [ ]70 ( ) 70

, , , ,' 'q
2

2 ' 'r
2

28 ' 'x
2

1 ' 'y
2

-1 [ ]28 ( ) 98 ( ) 70

, , , ,' 'q
3

2 ' 'r
3

14 ' 'x
3

-2 ' 'y
3

3 [ ]14  2 ( ) 98 3 ( ) 70

,gcd 14  2 ( ) 98 3 ( ) 70 14

M
2

3

M
3

7
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= 

6864797660130609714981900799081393217269435300143305409394463459185543183397656052122559

640661454554977296311391480858037121987999716643812574028291115057151  

 = 

5311379928167670986895882065524686273295931177270319231994441382004035598608522427391625

0226522928566888932948624650101534657933765270723940951997876658735194383127083539321903

1728127   

 Легко довести, що числа Мерсенна 2 1k

kM   , є складеними для будь-яких додатних скла-

дених чисел k  - парних або непарних. Іншими словами простота числа k  є необхідною умовою (про-

те, недостатньою) простоти числа Мерсенна 2 1k

kM   . В зв’язку з цим наведений простий алгоритм 

виявлення засобами СКМ Maple простих чисел Мерсенна серед натуральних чисел певного проміжку 

легко удосконалити шляхом введення двох додаткових умов. Перша умова – пропускати всі числа 

Мерсенна, що відповідають парним значенням номера k . Друга – для всіх непарних значень k  пере-

віряти спочатку простоту самого числа k , і тільки в разі позитивної відповіді переходити до перевір-

ки на простоту відповідного числа Мерсенна. Легко видно, що із зростанням натуральних чисел час-

тота зустрічаємості серед них простих числ Мерсенна різко знижується. Крім того із зростанням 

номера числа Мерсенна їх величина також різко зростає, що добре видно із демонстраційного графіка 

на рис. 1. Наприклад, значно простіше, тобто значно швидше, можна здійснити перевірку на просто-

тоту числа k =527, ніж здійснити перевірку відповідного числа Мерсенна, десяткове представлення 

якого містить 159 цифр! Оскільки число k =527 є складеним, відпадає необхідність перевірки відпові-

дного числа Мерсена. Наведемо удосконалену програму та приклад її роботи ( ( )
2 1k

k
u k 


): 

for n in [2, 2*k+1 $ k=1..500] do 

  if isprime(n) then 

   if isprime(2^n-1) then  

    print(M[n]=2^n-1,u(n)=evalf(n/(2^n-1))) 

   end if 

  end if 

end do: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M
5

31

M
7

127

M
13

8191

M
17

131071

M
19

524287

M
31

2147483647

M
61

2305843009213693951

M
89

618970019642690137449562111

M
107

162259276829213363391578010288127

M
127

170141183460469231731687303715884105727

M
521

M
607

,M
2

3 ( )u 2 0.6666666667

,M
3

7 ( )u 3 0.4285714286

,M
5

31 ( )u 5 0.1612903226

,M
7

127 ( )u 7 0.05511811024

,M
13

8191 ( )u 13 0.001587107801

,M
17

131071 ( )u 17 0.0001297006966

,M
19

524287 ( )u 19 0.00003623969315

,M
31

2147483647 ( )u 31 0.1443549991 10 -7

,M
61

2305843009213693951 ( )u 61 0.2645453301 10 -16

,M
89

618970019642690137449562111 ( )u 89 0.1437872549 10 -24

,M
107

162259276829213363391578010288127 ( )u 107 0.6594384130 10 -30



 

ISSN 1999-9941, “ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ ТА КОМП’ЮТЕРНА ІНЖЕНЕРІЯ”, 2024, №1 

 

 

 

110 

 

 

 
Рисунок 1 – Залежність відношення довжини номера числа Мерсена до довжини його значення 

 

 
( )

2 1k

length k
g k

length



 (length – кількість цифр в десятковому представлені числа) для різних значень 

номерів. 

1.2. Найважливіші функції в теорії чисел: функції виділення цілої та дробової частин числа та му-

льтиплікативні функції. 

 
   

round(n) 

 

floor(n) 

 

 

ceil(n) 

 

 

trunc(n) -  

 

 

 

frac(n) –  

 

 

evalf(x) 

 

 

 

map 

округлює число n до найближ-

чого цілого; 

округлює число n до найбіль-

шого цілого числа, що менше 

або дорівнює цьоому числу; 

округлює число n до най-

меншого цілого числа, що бі-

льше або дорівнює цьому чис-

лу; 

округлює дійсне число n  до 

найближчого цілого в напрямку 

до 0. Стандартне математичне 

позначення: [n].  

знаходить дробову частину чи-

сла n. Стандартне математичне 

позначення {n}=n-[n]: 

подає дійсне число x у формі 

числа з плаваючою точкою або 

у вигляді числа зі знаками після 

коми; 

застосовує процедуру до кож-

ного елемента об’єкта 

L:=evalf([exp(1),3.9,-

1.9,Pi,15]); 

`round(L)`,map(t->round(t),L); 

`floor(L)`,map(t->floor(t),L); 

`ceil(L)`*`-->`*map(t-

>ceil(t),L); 

`trunc(L)`,map(t->trunc(t),L); 

`frac(L)`*`-->`*map(t-

>frac(t),L); 

 

 

 

 

 

 

numtheory[phi](n) 

 
Функція Ейлера для натураль-

ного числа n- визначається, як 

кількість натуральних чисел, 

що не перевищують n і взаємно 

прості з ним. 

[8,11,21,25]; 

map(z-

>`phi`(z)=numtheory[phi](z),%); 

 

 

tau(n)  

 

sigma(n)  

обчислює кількість додатніх 

дільників числа n: 

обчислює суму додатніх діль-

ників числа n. 

n:=15:numtheory[divisors](n); 

tau(15)=numtheory[tau](15); 

sigma(15)=numtheory[sigma](15); 

 

 

 

,M
127

170141183460469231731687303715884105727 ( )u 127 0.7464389128 10 -36

 := L [ ], , , ,2.718281828 3.9 -1.9 3.141592654 15.

,round(L) [ ], , , ,3 4 -2 3 15

,floor(L) [ ], , , ,2 3 -2 3 15

ceil(L) --> [ ], , , ,3 4 -1 4 15

,trunc(L) [ ], , , ,2 3 -1 3 15

frac(L) --> [ ], , , ,0.718281828 0.9 -0.9 0.141592654 0.

[ ], , ,8 11 21 25

[ ], , ,( ) 8 4 ( ) 11 10 ( ) 21 12 ( ) 25 20

{ }, , ,1 3 5 15

( ) 15 4

( ) 15 24
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mobius(n)  Функція Мебіуса для натураль-

ного безквадратного числа n>1- 

визначається, як (-1)
s
, s – кіль-

кість простих дільників числа n; 

mobius(1)=1, в інших випадках 

mobius(n)=0. 

[6,70,50]; 

map(z-

>`mobi-

us`(z)=numtheory[mobius](z),%); 

 

 

lambda(n)  

 

Функція Кармайкла для нату-

рального числа обчислює зна-

чення функції Кармайкла, тобто 

найменшого числа λ(n) , такого, 

що n | a
λ(n)

 −1за умови (n,a)=1. 

 

[5,7,3^3]; 

map(z-

>`lamb-

da`(ifactor(z))=numtheory[lambda]

(z),%); 

map(z->numtheory[phi](z)-

numtheory[lambda](z),%%); 

 

 

 
[35,3^3*5*11^2]; 

map(z-

>`lamb-

da`(ifactor(z))=numtheory[lambda]

(z),%); 

map(z->numtheory[phi](z)-

numtheory[lambda](z),%%); 

 

 

 

 

numtheory[pi](n) 

 

обчислює кількість кількість 

простих чисел на відрізку від 1 

до n; 

map(z->numtheory[pi](z), 

[2,3,10,100]); 

 

НАВЧАЛЬНИЙ MAPLE-ТРЕНАЖЕР 

з обчислень функції Ейлера [18] 
My_phi(17); 

Число p=17 є простим, отже значення функції Ейлера обчислюємо за формулою 

 

 
 My_phi(35); 

Задане число є добутком простих чисел 

 

Отже, для обчислення функції Ейлера використовуємо властивість мультиплікатив-

ності цієї функції: 

 
 My_phi(27); 

В канонічній формі задане число має вигляд 

 

Отже, для обчислення функції Ейлера використовуємо формулу 

 

 

 My_phi(17*19^2*31); 

В канонічній формі задане число має вигляд 

 

Отже, для обчислення функції Ейлера використовуємо найбільш загальну формулу 

 

[ ], ,6 70 50

[ ], ,( )mobius 6 1 ( )mobius 70 -1 ( )mobius 50 0

[ ], ,5 7 27

[ ], ,( ) ( ) 5 4 ( ) ( ) 7 6 ( ) ( ) 3 3 18

[ ], ,0 0 0

[ ],35 16335

[ ],( ) ( ) 5 ( ) 7 12 ( ) ( ) 3 3 ( ) 5 ( ) 11 2 1980

[ ],12 5940

[ ], , ,1 2 4 25

( ) p p 1

[ ]( ) 17 ( ) 17 1 16

35 ( ) 5 ( ) 7

[ ][ ]( ) ( ) 5 ( ) 7 ( ) 5 ( ) 7 ( )( ) 5 1 ( )( ) 7 1 24

27 ( ) 3 3

( ) pq p
( )q 1

( )p 1

[ ]( ) ( ) 3 3 ( ) 3
( )3 ( ) 1

( )3 ( ) 1 18

190247 ( ) 17 ( ) 19 2 ( ) 31

( ) ( ) 17 ( ) 19 2 ( ) 31 ( ) 190247















k 1

3













1
1

p
k
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1.3. Конгруенції 

Команда або оператор Стисле описання Приклади застосування
*
 

a mod b 

modp(a,b) 

 

mods(a,b) 

Здійснює обчислення за моду-

лем цілого числа b: повертає 

найменший додатний лишок; 

 повертає абсолютно най-

менший лишок; 

19 mod 5; 

modp(19,5); 

mods(19,5); 

 

 

 

n:=7: 

printf(`повна система найменших невід'ємних лишків за модулем 7: `); 

k $ k=0..n-1; 

printf(`повна система абсолютно найменших лишків за модулем 7: `); 

i:=((-1)^n-1)/2:seq(mods(k,n),k=0..n-1); 

printf(`зведена система лишків за модулем 7: `); 

select(x->is(igcd(x,n)=1),[k $ k=0..n-1])[] 

повна система найменших невід'ємних лишків за модулем 7:  

 

повна система абсолютно найменших лишків за модулем 7:  

 

зведена система лишків за модулем 7:  

 
n:=12: 

printf(`повна система найменших невід'ємних лишків за модулем 12: `); 

k $ k=0..n-1; 

printf(`повна система абсолютно найменших лишків за модулем 12: `); 

i:=((-1)^n-1)/2:seq(mods(k,n),k=0..n-1); 

printf(`зведена система лишків за модулем 12: `); 

select(x->is(igcd(x,n)=1),[k $ k=0..n-1])[]; 

повна система найменших невід'ємних лишків за модулем 12:  

 

повна система абсолютно найменших лишків за модулем 12:  

 

зведена система лишків за модулем 12:  

 

printf(`Перевірка належності двох чисел a, b до одного класу лишків за модулем 

11:`); 

n:=11:[[3,36],[1,78],[2,14],[-1,11],[-12,12]]; 

map(z->z*`-->`*is(z[1]-z[2] mod n=0),%); 

Перевірка належності двох чисел a, b до одного класу лишків за модулем 11: 

 

 

msolve Обчислює розв’язок конгруен-

ції з однією змінною або систе-

ми конгруенцій з декілька неві-

домими за модулем n; 

msolve(5*x=29,18); 

 
msolve(2*x=29,18); 
msolve(3*x=15,18); 

 
msolve(14*x^3-6*x+36=0,7); 

 
msolve({3*x-4*y=5,7*x+y=2},17); 

 

chrem 

 

обчислює розв’язок лінійної 

системи конгруенцій з однією 

змінною і різними  попарно 

chrem([6,4],[7,17]); 

chrem([6,4,5],[7,17,6]); 

 















( ) 190247















k 1

3













1
1

p
k

( ) 190247 







1

1

( ) 17








1

1

( ) 19








1

1

( ) 31


164160

4

4

-1

, , , , , ,0 1 2 3 4 5 6

, , , , , ,0 1 2 3 -3 -2 -1

, , , , ,1 2 3 4 5 6

, , , , , , , , , , ,0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

, , , , , , , , , , ,0 1 2 3 4 5 6 -5 -4 -3 -2 -1

, , ,1 5 7 11

[ ], , , ,[ ],3 36 [ ],1 78 [ ],2 14 [ ],-1 11 [ ],-12 12

[ ],3 36 --> true [ ],1 78 --> true [ ],2 14 --> false [ ],-1 11 --> false, , , ,[

[ ],-12 12 --> false ]

{ }x 13

, ,{ }x 5 { }x 11 { }x 17

{ }x 6

{ },y 4 x 7

55
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простими модулями  

legendre  

 

обчислює символ Лежандра legendre(184,347); 

 

legendre(3,7); 

 

НАВЧАЛЬНИЙ MAPLE-ТРЕНАЖЕР 

обчислення символу Лежандра 

Символи Лежандра та Якобі використовуються для встановлення числа розв’язків модулярних квадратних 

рівнянь відповідно за простим та складеним модулем. 

Приклад. Дослідити, чи має розв’язки конгруенція  2 184 mod 347x  . 

 My_Lej(184,347); 

Число "a" має такий канонічний розклад: 

 

Отже, з використанням мультиплікативності символу Лежандра, отримаємо: 

 

Всі співмножники в парних степенях дорівнюють одиниці, отже: 

 

My_Lej(2,347); 

 

 

My_Lej(23,347); 

КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких простих непарних чисел p і q виконується рівність  

 

В цьому випадку  

 

Отже  

 

-My_Lej(347,23); 

 

 

-My_Lej(2,23); 

 

 

``(184/347)=(-1)*(-1); 

 

Відповідь: конгруенція  2 184 mod 347x   має два розв’язки.  

jacobi 

 

обчислює символ Якобі jacobi(1001,9907); 

 

НАВЧАЛЬНИЙ MAPLE-ТРЕНАЖЕР 
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обчислення символу Якобі 

Приклад. Дослідити, чи має розв’язки конгруенція  2 1001 mod 9907x  . 

 My_Jac(1001,9907); 
КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких непарних натуральних взаємнопростих чисел p і q виконується 

рівність  

 

В цьому випадку  

 

Отже  

 

 

 

Оскільки число 898 - парне, подамо це число у вигляді 

 

 

 

 

 

КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких непарних натуральних взаємнопростих чисел p і q виконується 

рівність  

 

В цьому випадку  

 

Отже  

 

 

 

КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких непарних натуральних взаємнопростих чисел p і q виконується 

рівність  
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В цьому випадку  

 

Отже  

 

 

 

КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких непарних натуральних взаємнопростих чисел p і q виконується 

рівність  

 

В цьому випадку  

 

Отже  

 

 

 

КВАДРАТИЧНИЙ ЗАКОН ВЗАЄМНОСТІ ГАУССА: 

 для будь-яких непарних натуральних взаємнопростих чисел p і q виконується 

рівність  

 

В цьому випадку  

 

Отже  

 

 

 

Оскільки число 8 - парне, подамо це число у вигляді 
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Відповідь: не існує розв’язку конгруенції  2 1001 mod 9907x  .  

Висновки  

1. Розглянуто прийоми розв’язання за допомогою стандартних команд системи Maple основних за-

дач елементарної теорії чисел, більшість з яких має безпосереднє відношення до криптографічного алго-

ритму RSA - одного з найпоширеніших асиметричних криптографічних методів, що використовується 

для шифрування і цифрового підпису. 

2. Продемонстровано роботу авторських Maple-тренажерів, що разом з використанням інших при-

йомів застосування стандартних команд системи Maple до розв’язання математичних задач криптографі-

чного характеру направлено на покращення ефективності, зокрема, наочності, висвітлення сутності розг-

лянутих методів та ідей, покладених в їх основу. 

3. Матеріали статті можуть бути використані здобувачами вищої освіти та викладачами ЗВО під час 

розв’язання типових математичних задач галузі знань 12 – Інформаційні технологіії. Особливо корисним 

представлені матеріали можуть виявитися в процесі вивчення дисципліни «Математичні основи крипто-

графії». 
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